Wtasciwe zrozumienie zaleznos$ci (1.7) 1 (1.8) wymaga wyjasnienia pojecia pochodnej
materialnej (lub inaczej: pochodnej substancjalnej).

1.3. Pochodna materialna

Pochodng materialng (pochodng substancjalng) oznacza¢ bedziemy kotkiem nad funkcja
lub symbolem D/Dt, tak aby odrézni¢ ja od powszechnie znanej pochodnej oznaczanej d/dt.
Dla dowolnej funkeji F(x, ) zwiazanej z ruchem czastek mozna obliczy¢ pochodna
materialng z zaleznosci:
ﬁ:ﬂz[a—F] v,.a—F (1.11)
Dt 0t ), onst ox,

W petnej postaci pochodng materialng mozemy zapisa¢ (wykorzystujac umowe suma-
cyjng) jako:

o DF F F F F
F=—= or +vla—+vza—+v36— (1.11a)
Dt Ot ), _ const ox, ox, ox,
gdzie:
v, — wektor predkosci czasteczki,
t—czas.

Aby zrozumie¢ sens fizyczny pochodnej materialnej, wezmy pod uwage wektor predko-
$ci jako funkeje F(x,, f) zwiazang z ruchem czastek materialnych.
Obliczamy pochodna materialna v, zgodnie z réwnaniem (1.11) i otrzymujemy:

. OV, ov,  Ov, ov, ov, ov,
vi=—+Vv,—=—+v—+v,—+v_—— (1.12)
ot ox, 0t ox, Ox, Ox,

Pochodna materialna v, jest calkowitym przyspieszeniem chwilowym czasteczki,
na ktore sktada si¢ (zgodnie z (1.12)):

. . ov,
— przyspieszenie lokalne a—’,
t

. . . v,
— przyspieszenie unoszenia v, —-.

ij

Nalezy pamigtac, ze tzw. przyspieszenie unoszenia jest dodatkowym przyspieszeniem,
ktore wystepuje w ztozonym ruchu czasteczki.

W nastgpnym podrozdziale bgdzie wykorzystywana pochodna materialna catki objeto-
sciowej. Dlatego tez podane zostang w tym miejscu stosowne zaleznosci [2].
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Jezeli mamy catke objetosciowy:
1= | AdV (1.13)
/

gdzie: 4 = A(x,, t) jest pewna wlasnoscia osrodka ciaglego, to pochodng materialna tej catki
obliczamy z wzoru:

f AdV

vV

6 J
ox.

J

-

v,
Dﬂt %Ij + A—L\dV (1.14)
gdzie:
DA . .
o pochodna materialna funkeji 4(x,, 7),
v, — wektor predkosci.

Zgodnie z (1.11) mamy:

DA 04 | 04

Dt ot ! ox, (1.15)

Uwzgledniajac (1.15) w (1.14), otrzymujemy zaleznos$¢, ktora pozwala na obliczenie
pochodnej materialnej catki objg¢tosciowe;:

IAdV :!

Zaleznosci (1.16) zostang wykorzystane do wyprowadzenia wzor6w na warunki réwno-
wagi osrodkow ciaglych.

ov,;
6_A+V a_AJrAl
ot

; dv =
6xj ij

(1.16)

D
Dt

1.4. Rodzaje sil dzialajacych na cialo

Na kazde cialo materialne dziataja dwa rodzaje sit:

1) sity masowe, ktére dzialaja na kazdy element objetosci ciala,
2) sity powierzchniowe (napre¢zenia) dziatajace na elementy powierzchni ciata.

Sity masowe wynikaja z drugiej zasady dynamiki Newtona:

F=ma (1.17)
gdzie:
dv
a=—
dt
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2. Stan napre¢zenia

2.1. Opis stanu napre¢zenia w punkcie

Na rysunku 2.1 pokazano ciato B obcigzone sitami zewngtrznymi (nieoznaczone strzat-
ki oznaczajace umownie sity zewngtrzne). Zaktadamy, ze wewnatrz ciata istnieje powierzch-
nia zamknigta (S). Wybieramy nieskonczenie maty element tej powierzchni (AS), ktorego
orientacje opisuje jednostkowy wektor normalny (n,).

X3

A

Xy
Rys. 2.1. Ciato obciazone sitami zewnetrznymi (—> oznaczaja sity zewngtrzne)
Nalezy w tym miejscu wyjasnié, ze pod pojeciem jednostkowego wektora normalnego
rozumie¢ bedziemy wektor o dtugosci rownej jednosci, co zapisa¢ mozna zaleznos$cig:
nn =1 2.1)
czyli:

nn,+n =1 (2.1a)
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Wektor n, okre$la orientacj¢ powierzchni AS, a jego sktadowe (n,, n,, n,) sa wprost co-
sinusami kierunkowymi tego wektora.

Zasada naprezen Eulera—Cauchy’go mowi, ze na dowolnej, mys$lowo poprowadzo-
nej powierzchni zamknigtej S dowolnego ciala istnieje wektorowe pole naprezen, ktorego
dzialanie na materiat lezacy wewnatrz S jest rownoznaczne z oddziatywaniem przylegtego
materialu zewngtrznego [2].

Sita AF, (rys. 2.1) jest funkcja pola elementu AS oraz jego orientacji (n,) na po-

. . . . . AF . .
wierzchni S. Jezeli zatozymy, ze AS zmierza do zera, to granica ilorazu A_Si bedzie zmie-
. . dF . . .
rzata do skonczonej granicy = Te skonczong granice nazywac bedziemy napre¢zeniem
s
(wektorem napre¢zenia) i mozemy zapisaé zalezno$cia:

o, = lim =L} = dr, (2.2)

As—0 AS dS

Wektor naprezenia o, ma kierunek sity AF; oraz trzy skladowe (o, 6,, 6;) W przyjetym
uktadzie odniesienia.

Nalezy pamigtac, ze sita AF, jest m.in. funkcja orientacji elementow AS, czyli jest
uzalezniona od n,. Oznacza to, ze jezeli przez wybrany punkt P lezacy wewnatrz ciata po-
prowadzimy dwie ptaszczyzny o okreslonej orientacji (rys. 2.2), to otrzymamy dwa rozne
pod wzgledem wartosci i kierunku wektory naprezenia o, (o, = o). Sita AF, (rys. 2.1) jest
uzalezniona od orientacji elementu AS, a co za tym idzie, od orientacji elementu AS jest uza-
lezniony kierunek i dtugo$¢ wektora c,. Dowod tego twierdzenia zostanie przeprowadzony
w podrozdziale 2.9.1, w ktorym omawia¢ bedziemy elipsoid¢ naprgzen Lamégo.

AF;

X

Rys. 2.2. Wektory naprezenia o, w punkcie P (ciata obcigzonego sitami zewngtrznymi)
na dwoch roznie zorientowanych plaszczyznach przechodzacych przez ten sam punkt P
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Tak wiec kazdej ptaszczyznie przechodzacej przez punkt P (rys. 2.2) odpowiada inny
wektor naprezenia o,. Do opisu stanu naprezenia w punkcie P obcigzonego ciata (przy danej
orientacji uktadu odniesienia) musimy wiec zna¢ sze$¢ wielkosci:

— trzy skladowe orientacji ptaszczyzny przechodzacej przez ten punkt (n,, n,, n,),
— trzy sktadowe wektora napre¢zenia c,(c,, G,, G).

Nalezy pamigtac, ze wektor naprezenia o, jest Scisle zwiazany z okre§long plaszczyzna.
Jezeli wigc nie znamy orientacji plaszczyzny, a podany jest jedynie wektor o,, to nic nie
mozna powiedzie¢ o stanie napr¢zenia w punkcie, gdyz informacja jest niepetna.

Opis stanu naprezenia w punkcie ciata za pomoca wektora napre¢zenia o, nie jest
korzystny, gdyz wymaga kazdorazowo (dla danej orientacji uktadu odniesienia) zna-
jomosci orientacji plaszczyzny (przekroju), na ktorej wektor o, wystgpuje. Dlatego tez
w mechanice o$rodkow cigglych stosuje si¢ najczgsciej opis stanu naprezenia w punkcie
ciala za pomocg tensora napr¢zenia (c,). W takim opisie przyjmujemy nastgpujacy tok
postgpowania.

Przez dany punkt P ciata (rys. 2.3) prowadzimy trzy ptaszczyzny odpowiednio prosto-
padfe do osi uktadu odniesienia. Na kazdej z tych ptaszczyzn wystapi wektor napre¢Zenia G,,
przy czym indeks i przyjmuje wartosci: 1, 2, 3, ktore bezposrednio wskazuja, do ktorej osi
uktadu odniesienia plaszczyzna danego wektora o, jest prostopadta.

I tak, na ptaszczyznie prostopadlej do osi x, mamy o, = G, ; na ptaszczyznie prostopadtej
do x, mamy o, = G,, a na plaszczyznie prostopadlej do x; wystepuje 6, = o, (rys. 2.3).

01y ni“Xl

X]

Rys. 2.3. Wektory napreZzenia o, wystepujace na trzech ptaszczyznach przechodzacych
przez ten sam punkt P i réwnolegtych do trzech plaszczyzn przyjetego uktadu odniesienia
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2.4. Naprezenia glowne i Kierunki ich dzialania
Jezeli przez dowolny punkt obcigzonego ciata poprowadzimy dowolnie zorientowang

plaszczyzne (rys. 2.8), to wektor naprezenia c;, w tym punkcie nie bedzie (w ogélnym przy-
padku) prostopadtly do tej ptaszczyzny.

X3

X

Rys. 2.8. Wektor naprezenia o, na ptaszczyznie dowolnie nachylonej

Orientacje wektora 6, mozna znalez¢ na podstawie zaleznoSci (2.10). Poniewaz o, nie
jest, w ogdlnym przypadku, prostopadly do ptaszczyzny dziatania, to mozemy go roztozy¢
na sktadowa normalng () oraz sktadowg styczna (S):

N’ +58*=00, (2.43)

Sktadowa normalng (N) mozna znalez¢ jako sume rzutow sktadowych wektora o,
na kierunek normalnej do ptaszczyzny (kierunek »,):

N=o,n, (2.44)
gdzie: n, — jednostkowy wektor normalny do ptaszczyzny.

Korzystajac z rownania Cauchy’ego (réwnanie (2.6)), otrzymamy og6lny wzor na skta-
dowa normalng wektora naprezenia:

N=nno, (2.45)

10

Mozna w tym miejscu zadaé pytanie, jak powinna by¢ zorientowana ptaszczyzna w da-
nym punkcie ciata, aby wektor naprezenia na niej wystepujacy byt do tej ptaszczyzny pro-
stopadly (normalny). Taka wlasnie sytuacja zostata pokazana na rysunku 2.9, gdzie wektor
naprezenia o jest prostopadly do ptaszczyzny dziatania.
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Takie naprezenia, ktore sg prostopadle do plaszczyzny dziatania, nazywaé bedziemy
napre¢zeniami gtéwnymi, a kierunki ich dzialania — kierunkami glownymi. Plaszczyzny dzia-
tania naprezen gtéwnych nazywac bedziemy przekrojami (plaszezyznami) gtéwnymi. Z po-
danej definicji naprezen gtdéwnych wynika, ze sg to naprezenia, ktoére nie majg sktadowych
stycznych, ze wzgledu na fakt, iz sa prostopadte do ptaszczyzny dziatania.

X3

O - napr¢zenie gtowne

~ kierunek gtowny

i przekroj glowny

(ptaszczyzna gtowna)

Rys. 2.9. Naprezenie gtowne wystepujace w plaszczyznie gtdwnej

Przyjmijmy, Ze ¢ pokazane na rysunku 2.9 oznacza dtugo$¢ wektora naprezenia gtow-
nego. Sktadowe tego wektora (o,, 6,, 6,) wyznaczamy jako rzuty jego dlugosci na kierunki
osi uktadu odniesienia, co mozna zapisa¢ jako:

G, = on, (2.46)

on,=o,n, (2.47)

W réwnaniu (2.47) wystepuje n, oraz n,, a jest to ten sam kierunek gtowny. Wykorzystu-
jemy delte Kroneckera (jako macierz zastgpowania):

n,=o,n; (2.48)
Wstawiajac (2.48) do (2.47), mamy:

ond, = o,n, (2.49)
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Wykorzystujemy symetri¢ tensora napr¢zenia (o, = ©,,) i otrzymujemy:
n(c; —cd,;) =0 (2.50)

gdzie:
G, — znany tensor naprezenia,
o — poszukiwane naprezenie gtowne,
n; — poszukiwany kierunek gtowny.

Przedstawiamy (2.50) w pelnej postaci korzystajac z umowy sumacyjne;j:

n,(o,,—ad,;)=0 dlai=1
n,(c,,—cd,) =0 dlai=2 (2.51)
n,(c,, — cd;;) =0 dlai=3

Rozwijajac (2.51), otrzymamy:

(611 - G)nl + 0,1, + 05, =0
Oy + (6, — 6)n, + Opn; =0 (2.52)
Oy, + Gy, + (03 — o), =0

W uktadzie liniowych réwnan jednorodnych (2.52) wystepuja cztery niewiadome

(n,, n,, n,, o). Aby uktad réwnan (2.52) posiadat rozwigzanie, wprowadzamy dodatkowe,
czwarte rownanie, ktore jest wczes$niej poznanym warunkiem geometrycznym (2.1):

mn, =1 }
anrn;Jrni:l

Uktad réwnan jednorodnych (2.52) posiada niezerowe rozwigzanie tylko wowczas, gdy
wyznacznik utworzony ze wspotczynnikow przy niewiadomych (jako niewiadome traktuje-
my w tym momencie: n,, n,, 1,) jest rowny zero.

6,—-0 Opy SJH
o, G, — O Gy | =0 (2.53)
Gy O3, Gy;3 — O
lub inaczej:
|G,./. - 08,./.|: 0 (2.53a)

W wyniku rozwigzania wyznacznika (2.53) otrzymujemy réwnanie trzeciego stopnia,
w ktorym niewiadoma jest poszukiwane napr¢zenie glowne (o).

o +1c-Io+1,=0 (2.54)
gdzie:
o — poszukiwane naprezenie gtdwne,
1, I, I, — niezmienniki stanu naprezenia, ktorych warto$ci wynikaja z rozwigzania (2.53).
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Niezmiennikami stanu napr¢zenia (inwariantami) nazywamy wyrazenia algebraiczne,
utworzone z wyrazow tensora naprezenia, ktore nie zmieniajg swych wartosci przy transfor-
macjach uktadu odniesienia.

Wartoéci niezmiennikow stanu naprgzenia mozna tatwo obliczy¢, gdy znamy sktadowe
tensora naprezenia (o), ktorymi sa:

— niezmiennik liniowy /;:
I, =0,=0,+ 0, + o, = const (2.55a)

— niezmiennik kwadratowy /,:

G, © G, © G, ©
22 23 11 13 11 12
I, = + = const (2.55b)
O3 Oy O3 Oy Oy Oy
— niezmiennik sze$cienny /,:
Gy Op Op
I, = |G,.j| =|0, O, Oy|= const (2.55¢)

G;; O3 Oy

Jezeli sktadowe tensora o sg liczbami rzeczywistymi, to rozwigzanie rownania (2.54)
zawsze istnieje w zakresie liczb rzeczywistych. Tym rozwigzaniem sg poszukiwane napreze-
nia glowne, ktore oznacza¢ bedziemy symbolami: 6, G, O3

W literaturze stosuje si¢ czgsto inne oznaczenie naprezen glownych, a mianowicie: G,
G,, G, co jest jednak mylace dla czytelnika, gdyz przez ,, 6,, G, rozumiemy najczesciej skta-
dowe dowolnego wektora naprezenia G,

Zgodnie z powszechnie stosowang w literaturze umowa pierwiastki rownania (2.54)
porzadkujemy w taki sposob, aby spetniaty nieréwnos¢:

Oy 2 O = O (2.56)

Naprezenia gtdéwne sg wzajemnie ortogonalne (dowod pomijamy) i tworza tensor na-
prezen gtdwnych, ktory w sposob jednoznaczny opisuje stan naprezenia w punkcie ciata:

6y O 0
c,=>|0 o, O (2.57)
0 0 o,

Jest oczywiste, ze w macierzy (2.57) nie wystepuja naprezenia styczne. Tak wige do opi-
su stanu naprezenia w punkcie wystarczy podaé trzy sktadowe tensora naprezen gtownych
(S Opp Op)» ktore mozemy wyznaczy¢ dla dowolnego tensora o, rozwiazujgc rownanie
(2.54). Ogodlna metoda rozwiazywania rownan trzeciego stopnia zostata podana w podroz-
dziale 1.5.1.
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Wracajac do problemu poréwnywania standw naprezen w dowolnym punkcie ciata, wi-
dzimy, ze obliczajac wartosci 6, z zaleznosci (2.103) Iub (2.109), otrzymujemy liczby (war-
tosci naprezen), ktore tatwo mozna ze soba poréwnac, a tym samym mozemy ocenic, ktory
stan naprezenia powoduje wicksze wytezenie materiatu.

2.9. Geometryczna interpretacja stanéw naprezenia

2.9.1. Elipsoida Lamégo

Wyznaczenie elipsoidy Lamégo jest jednym z najstarszych sposobdw geometrycznej in-
terpretacji stanu naprezenia w punkcie. Jako pierwszy jej istnienie stwierdzit Gabriel Lamé.
W latach 1820-1830 wykonat on liczne doswiadczenia i analizy, ktére doprowadzily do
stwierdzenia istnienia tzw. elipsoidy naprezen.

Wezmy pod uwage dowolny punkt wewnatrz obcigzonego ciata, w ktorym to punkcie
znamy sktadowe tensora naprezen gtownych. Jezeli przez ten punkt poprowadzimy dowolnie
nachylong plaszczyzne, to wystapi na niej wektor naprezenia c,, ktorego skladowe mozemy
obliczy¢ z wzoru Cauchy’ego danego zaleznoscig (2.6):

O, =n,o;

Wykorzystujac wczesniej podane zaleznosci (2.9) i (2.10), mozemy znalez¢ dtugose
wektora o, oraz jego orientacj¢ w przyjetym ukladzie odniesienia.

Mozna zada¢ nastgpujace pytanie: jaka powierzchni¢ opisze koniec wektora G, jeze-
li w sposob ciagly bedziemy zmienia¢ orientacj¢ ptaszczyzny przechodzacej przez dany
punkt (w ktorym znamy naprezenia glowne: 6,, 6, 6). Ciagla zmiana orientacji ptasz-
czyzny oznacza ciagla zmian¢ sktadowych jednostkowego wektora normalnego do
plaszczyzny (n,).

Na podstawie rownan (2.59), ktore wynikaja z rownania Cauchy’ego (2.6), znamy skta-
dowe wektora o, na ptaszczyznie dowolnie nachylonej, gdy stan naprezenia opisany jest

naprezeniami glownymi: o), G, O )’
G, =0y,
G, = Oy,
O3 = G, ;4

Z réwnan (2.59) obliczamy sktadowe n;:

o
n =—-
Ou
_ %
n, — (2.109)
O
c
n, = ——
O3
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Nastepnie sktadowe n, wstawiamy do zwigzku (2.1a):
”12 + nj + n32 =1
i w efekcie otrzymujemy:

2 2 2
(o3 (¢} (o)
1 2 3
+ +

[Ga) r [Gm r [%)]2

Rownanie (2.110) przedstawia elipsoide trojosiowa w kartezjanskim uktadzie odniesie-
nia, gdzie na trzech osiach uktadu mamy warto$ci naprezen gtownych wystepujace w danym
punkcie ciala.

Elipsoide naprezen pokazang na rysunku 2.16 nazywamy elipsoidg Lamégo. Jezeli
potosie elipsoidy Lamégo potraktujemy jako bezwzgledne wartodci naprgzen gtownych
(04y Oy O, to trzy niezmienniki stanu naprezenia (/,, /,, I;) mozna zinterpretowa¢ na-
stepujaco:

=1 (2.110)

— 1, jest suma trzech potosi elipsoidy naprezen,
— 1, jest proporcjonalny do sumy trzech pél przekrojow gltownych elipsoidy naprezen,
— 1, jest proporcjonalny do objetosci elipsoidy.

W podsumowaniu mozna podac nastepujaca odpowiedz na postawione wczesniej pytanie.
Jezeli w sposob ciagly zmienia¢ bedziemy orientacje ptaszczyzny przechodzacej przez punkt
ciata, w ktérym znamy skladowe naprezen gtéwnych, to koniec wektora naprezenia G,, wy-
stepujacego na tych plaszczyznach, zakresli elipsoidg trojosiowa opisang rownaniem (2.110).

| RYE)

0(3) O

X

X1)

Rys. 2.16. Elipsoida naprezen Lamégo jako miejsce geometryczne punktow wyznaczonych
przez koniec wektora napr¢zenia o, przy ciaglej zmianie orientacji ptaszczyzny
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2.9.2. Kwadryki naprezen Cauchy’ego

Pojecie ,.kwadryka” jest obecnie rzadko uzywane w matematyce. Kwadryka oznacza
nazwe pigciu powierzchni drugiego stopnia: elipsoidy, hiperboloidy jedno- i dwupowtoko-
wej, paraboloidy eliptycznej i hiperbolicznej. Tak wigc kwadryka napr¢zen Cauchy’ego jest
geometryczng interpretacja stanow naprezenia z wykorzystaniem wyzej wymienionych po-
wierzchni drugiego stopnia.

Rozpatrzmy réwnanie:

Syxx; =1 (2.111)

iy

gdzie:
S, — dziewig¢ dowolnych wspotezynnikow liczbowych,
x;, X, — wspotrzgdne punktu.

Wykonujac sumowanie wzglgdem i oraz j, z rownania (2.111) otrzymamy:

Suxl2 + Spxx, + Spxx; + 8,xx + Szzx§ +

5 (2.112)
+ 8,50 + S5xx, + Spxx, + Suxy =1

Jezeli przyjmiemy zatozenie, ze wspOtezynniki S, spetniaja warunek S, = S, to z row-
nania (2.112) otrzymamy:

Sx 4 Syx; + Sy x; + 28,x,x, + 28, xx, + 285,xx, =1 (2.113)

Réwnanie (2.113) jest ogoélnym rownaniem powierzchni drugiego stopnia, czyli kwa-
dryki, gdy poczatek uktadu odniesienia lezy w jej srodku.

Mozna tatwo wykaza¢, ze wspoOtezynniki S, a wige wspotczynniki wystgpujace w za-
leznosci (2.113), transformuja si¢ zgodnie z zalezno$cia:

I _
S[j =a,a

Sk (2.114)
a wigc tak samo jak tensory drugiego rzedu. Teoria transformacji tensora drugiego rzedu
jest wigc taka sama jak teoria transformacji kwadryki. Biorac pod uwage waznos¢ wzorow
transformacyjnych, nalezy stwierdzi¢, ze do opisu tensora symetrycznego drugiego rzedu
mozemy wykorzystaé geometryczng interpretacj¢ tego tensora w postaci kwadryki. Taka
geometryczng interpretacje mozemy zastosowac do opisu dowolnej wielkosci fizycznej, ktd-
ra opisuje tensor drugiego rzedu.
Cauchy w miejsce dziewigciu dowolnych wspofczynnikoéw S, wprowadzit skladowe
tensora naprezenia o, i zaproponowat ogolne rownanie kwadryki naprgzen w postaci:
o,xx, = £k’ (2.115)
gdzie:
o, — tensor naprezenia,
x,, X, — wspotrzedne punktu,
K — wielko$¢ stala, przy czym znak przy k° musi byé¢ tak dobrany, aby rownanie
(2.115) przedstawiato powierzchni¢ rzeczywista.
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Jezeli do dalszych rozwazan przyjmiemy tensor naprezen gtownych, to z zaleznos$ci
(2.115) otrzymamy:

2 2 2 2
Gy)% +0pX; + 05X = £k (2.116)
gdzie: 6,), 6, O3, S naprezeniami gldwnymi.

Zaleznos¢ (2.116) przedstawia kwadryke, ktorej wspdtczynniki sg naprezeniami glownymi.
Pamietamy, ze naprezenia gldwne spelniajag umowny warunek (2.56):

O 2 O = O
Z réwnania (2.116) i z zaleznos$ci (2.56) wynika, ze kwadryka naprezen Cauchy’ego
moze by¢ jedna z nizej podanych powierzchni drugiego stopnia.

Elipsoida tréjosiowa — jezeli 6,) > 6,) > 6;,> 0, to w takim przypadku przyjmujemy
przy stalej k znak plus (+k°), jezeli 0 > Gy = O = O), to W takim przypadku przyjmujemy
przy stalej k znak minus (—k°).

k />
Jo 0
|_ P =
X2

Rys. 2.17. Kwadryka naprezen Cauchy’ego jako elipsoida trojosiowa

Z réwnania (2.116) wynika (co pokazano na rysunku 2.17), ze poétosie elipsoidy sg rowne:

kK k  k
Vo V%2 %
Elipsoida obrotowa — jezeli dwa napre¢zenia glowne sg sobie rowne: 6,) = o, lub

G, = Og lub 6,) = 6. Znak przy stalej k przyjmujemy analogicznie jak w przypadku
pierwszym.
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Kula — jezeli wszystkie napr¢zenia gtowne sg sobie rowne, a wigc mamy do czynienia
z hydrostatycznym stanem napre¢zenia:
S = %a) = O
Dla tego przypadku znak przy statej k przyjmujemy analogicznie jak w przypadku
pierwszym.

Hiperboloida jednopowlokowa — jezeli dwa naprezenia gtdéwne sa dodatnie, a jedno
ujemne:

Gy >0y > 0,04, <0

Znak przy statej k bedzie dodatni.

Hiperboloida dwupowlokowa — jezeli dwa naprezenia glowne sg ujemne, a jedno jest
dodatnie. Znak przy statej k bedzie dodatni.

Nalezy pamigtaé, ze osie uktadow odniesienia na rysunkach 2.17-2.19 odpowiadaja
kierunkom gtownym, czyli kierunkom dziatania naprezen gtdéwnych.

n
JUNEEEEEEEEEEREE

_-----------.......
e,
e,

e,

o) > 0@) > 0; 03y <0 stata: (+k2)

Rys. 2.18. Kwadryka naprezen Cauchy’ego jako hiperboloida jednopowtokowa
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Jak wykazane begdzie w dalszych rozdziatach, zaleznos$ci okre$lajace stan odksztalcenia
w otoczeniu punktu ciata sg rOwnaniami rézniczkowymi nieliniowymi. Zatozenie bardzo
matych odksztalcen, ktorym towarzysza bardzo mate przemieszczenia, pozwala na pomi-
nigcie pochodnych czastkowych wyzszych rzedow, co prowadzi do uzyskania liniowych
rownan rézniczkowych.

Aby opisa¢ stan odksztalcenia w dowolnym punkcie ciata, nalezy znalez¢ zmiany geome-
tryczne, ktérym podlega nieskonczenie maty prostopadto$cian zawierajacy ten punkt (rys. 3.1).

ciato przed ciato po

X3 odksztalceniem odksztalceniu

Rys. 3.1. Schemat odksztalcenia ciata

Na rysunku 3.1 pokazano zmiang ksztaltu elementarnego prostopadtoscianu o krawedziach
da,, da,, da,, otaczajacego punkt P we wnetrzu odksztalcanego ciata. Prostopadtoscian ten (przy
przyjeciu odksztatcenia jednorodnego w obrebie nieskonczenie malego obszaru) zmienia si¢
w wyniku odksztalcenia w elementarny rownolegtoscian o krawedziach dyx,, dx,, dx,. Aby opisa¢
zmiany geometryczne elementarnego prostopadioscianu, nalezy okresli¢ sze$¢ wielkosci:

— zmiany dtugosci trzech krawedzi prostopadloscianu wychodzacych z jednego wierz-
chotka,
— zmiany katow pomig¢dzy tymi krawedziami.

Wymienione wielko$ci opisuja jednoznacznie stan odksztalcenia w punkcie ciata.

3.1. Opis przemieszczenia sposobem Lagrange’a oraz Eulera
Elementarny prostopadtos$cian otaczajacy dowolny punkt w odksztatcanym ciele zmienia

w trakcie odksztalcenia potozenie wzdtuz pewnej linii przestrzennej. Wektory przemieszcze-
nia, taczace kolejne potozenia tego elementu, sg funkcja czasu i moga by¢ opisane sposobem
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Lagrange’a lub Eulera. Na rysunku 3.2 pokazano przyktadowg trajektori¢ ruchu elementarne-
go prostopadto$cianu oraz wektor przemieszczenia taczacy dwa kolejne jego potozenia.

X3
P(ai)7 t=0
U
P(Xi), t 7£ 0
Xj
0 "X,

Xy
Rys. 3.2. Trajektoria ruchu elementarnego prostopadioscianu i wektor przemieszczenia. Objasnienia:
a, — wspotrzedne poczatkowe (¢ = 0), x, — wspotrzedne chwilowe (¢ = 0)
Wprowadzamy nast¢pujace oznaczenia dla wspotrzednych potozenia elementu objeto-
Sciowego:

a, — wektor potozenia poczatkowego (¢ = 0),
x, — wektor potozenia chwilowego (¢ = 0).

Potozenie chwilowe elementu moze by¢ okreslone jako funkcja jego wspotrzednych
poczatkowych oraz czasu:

x,=x,(a, a, a, 1) 3.1)

Taki sposob opisu ruchu, w ktorym potozenie dowolnej czasteczki jest okreslone za pomo-
ca jej polozenia poczatkowego i czasu (zgodnie z zaleznos$cig (3.1), nazywamy zapisem ruchu
Lagrange’a. Wektor przemieszczenia dowolnej czasteczki jest wektorem taczacym dwa kolejne
potozenia tej czasteczki i zgodnie z rysunkiem 3.2 jego sktadowe obliczamy z zaleznosci:

U~=x,—aq, 3.2

Poniewaz w zapisie Lagrange’a x, jest funkcja potozenia poczatkowego a, oraz czasu (zgod-
nie z (3.1)), wiec 1 wektor przemieszczenia w zapisie Lagrange’a bedzie funkcja a, oraz t:

U=U(a, a, ay 1) (3.3)
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W opisie ruchu sposobem Eulera wykorzystujemy funkcje odwrotng w stosunku do za-
leznosci (3.1), tzn. potozenie poczatkowe elementu g, traktujemy jako funkcj¢ potozenia
chwilowego x, oraz czasu:

a;, = a,(x,, X,, X3, 1) 3.4)

Z wyrazeh (3.4) 1 (3.2) wynika, ze przemieszczenie U, jest funkcja potoZenia chwilo-
wego i czasu:

L/viz l]i(xp x25 .X3, t) (35)

Taki sposob opisu ruchu, w ktoérym polozenie dowolnej czasteczki jest okreslone za po-
moca jej potozenia chwilowego i czasu, nazywamy zapisem ruchu Eulera.

Dwa rdznigce si¢ sposoby opisu ruchu powodujg wystapienie dwoch réznych opiséw
stanu odksztatcenia w punkcie ciata. Bedziemy mieli do czynienia z tensorami odksztatcenia
w zapisie Lagrange’a i z tensorami odksztalcenia w zapisie Eulera.

3.2. Tensor odksztalcen skonczonych w zapisie Lagrange’a
Bierzemy pod uwage poruszajace si¢ ciato i dwa punkty (P oraz Q) lezace bardzo blisko

siebie wewnatrz tego ciala (rys. 3.3). Zakladamy réwniez, ze ciato to ulega odksztatceniu,
a wiec odlegto$¢ pomiedzy punktami P i Q musi ulega¢ zmianie.

X3

Rys. 3.3. Nieskonczenie maly odcinek PQ wewnatrz poruszajacego si¢ i odksztalcanego ciata.
Objasnienia w tekscie
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3.3. Tensor odksztalcen skonczonych w zapisie Eulera

Bierzemy pod uwagg przemieszczajace si¢ w przestrzeni cialo pokazane na rysunku 3.3.
Postepujemy identycznie jak w podrozdziale 3.2. W postepowaniu tym zastosujemy jednak
opis przemieszczania wedlug Eulera, zgodnie z ktérym przemieszczenie U, jest funkcja po-
lozenia chwilowego zgodnie z zaleznos$cig (3.5):

U, = U, (x;, x5 x5, 1)
Wykorzystujemy zaleznosc¢ (3.2), z ktorej wynika:
a,=x,—U, (3.32)

Szukamy roznicy kwadratow dtugosci wektoréw PQ oraz PQ pokazanych na rysun-
ku 3.3. Zgodnie z przyjetymi oznaczeniami mamy:

(dx)* — (da)’ = dx,dx, — da,da,

Roézniczki zupetne dx, oraz da, obliczamy dla polozenia chwilowego:

dr = | 2% g (3.33)
1 8 J
X
da — 199 | 4 (3.34)
1 6 J
X

Podstawiamy (3.34) oraz (3.35) do (3.8) oraz dokonujemy zmiany wskaznikow przy a
na wskaznik r (identycznie jak w podrozdziale 3.2). W efekcie otrzymamy zalezno$¢:

Oa, Oa,
8, — —=-——

Ox, 0x;

(dx)2 - (da)2 = dx,dx; (3.35)

Wektor potozenia poczatkowego a, mozna zapisa¢ (na podstawie (3.32)) w postaci:

a,=x—U (3.36)

r

Wstawiamy (3.36) do (3.35), obliczamy pochodne czastkowe 1 wykorzystujemy wias-
no$ci delty Kroneckera (opisane w podrozdziatach 1.5.5 oraz 3.2) W efekcie otrzymamy:

ou, U, ou, v,

ﬁx‘j ox, ox, 8x/.

(dx)' = (da)’ = dx,dx, (3.37)

Jezeli cialo porusza si¢ jak bryla sztywna, to odlegtosci pomi¢dzy dowolnie wybranymi
punktami wewnatrz ciala nie ulegaja zmianie. Wynika stad, ze dlugo$¢ dowolnego odcinka
PQ w chwili ¢ = 0 jest rowna dtugosci odcinka PQ w chwili £ = 0, a zatem dx = da. Roznica
kwadratow diugosci odcinkow: (dx)* — (da)’ jest rowna zero. Z zaleznosci (3.37) wynika
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wigc, ze gdy ciato porusza si¢ jak bryta sztywna, to wektorowe pole przemieszczen tego ciata
musi spetnia¢ rownanie:

au, , 0U, a8y, ou, _
axj. ox, ox, ﬁxj

i i

0 (3.38)

Jezeli ciato ulega odksztatceniu, to odlegtosci pomigdzy dwoma dowolnie wybranymi
punktami wewnatrz ciata ulegajg zmianie, a w konsekwencji — na podstawie rownania (3.37),
roznica kwadratow diugosci odcinkow: (dx)* — (da)’ jest rozna od zera. R6zna od zera musi
by¢ rowniez prawa strona rdwnania (3.37). Wyrazenie w nawiasie kwadratowym w réwna-
niu (3.37) jest wiec miarg odksztalcenia i opisuje podwojony tensor odksztatcen skonczo-
nych w zapisie Eulera (£,):

_tlou, ou, au, av,

= 3.39
' 2|ox;  0x, 0Ox, Ox; (3:39)
gdzie:

E;, — tensor odksztatcen skoficzonych w zapisie Eulera (w danym punkcie ciata),

U, — wektor przemieszczenia punktu (lub wektorowe pole przemieszczen),

x, — wektor potozenia chwilowego punktu.

Uwzgledniajac zwigzek (3.39), mozemy zapisa¢ rownanie (3.37) w postaci:

(dx)’ — (da)’ = 2E, dx,dx, (3.40)

gdzie po lewej stronie wystepuje roznica kwadratow dhugosci odcinkéw PQ i PQ poka-
zanych na rysunku 3.3.

Tensor E; bedziemy w skrocie nazywac tensorem odksztatcefi skoniczonych Eulera.
Tensor E,, podobnie jak tensor L,, w sposob dokfadny opisuje stan odksztatcenia w dowol-
nym punkcie ciata dla odksztatcen skonczonych. Nalezy pamigtac, ze odksztatcenia skonczo-
ne sg to duze odksztatcenia utozsamiane zwykle z odksztatceniami plastycznymi (trwatymi).

Wyznaczajac na podstawie (3.39) sktadowe tensora £, dla kilku przykfadowych warto-
$ci i oraz j, otrzymamy:

dlai=j=1
ou, 1lfau,) (au,) (ou,Y
g, =G Lot 10U, | 10U, (3.41)
ox, 2|l ox ox, ox,
2)dlai=1,j=2
En:l@UleaUzi %.%+8U2'6U2+6U3'6U3 (3.42)
2| 0x, Ox Ox, 0x, Ox, 0Ox, Ox, 0x,
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4. Zwigzki miedzy naprezeniami
i odksztalceniami
W stanie sprezystym

Sity powierzchniowe i masowe dzialajace na ciato wywotuja w tym ciele okreslony
stan naprezenia, ktory opisaé mozna za pomocg tensorowego pola naprezen. Oznacza to,
ze w kazdym punkcie ciata wyznaczy¢ mozna sktadowe tensora o, ktore sa z kolei funkcja
potozenia, czyli 6, = o,(x,).

Kazdy stan napr¢zenia wywoluje w ciele okreslony stan odksztatcenia, jako ze w rze-
czywistosci nie wystepuja ciata sztywne (aczkolwiek w teorii poslugujemy si¢ takim poje-
ciem). Generalnie odksztalcenia podzieli¢ mozna na dwa rodzaje:

1) odksztalcenia sprezyste,
2) odksztalcenia plastyczne.

Odksztalcenia sprezyste sa odksztatceniami nietrwatymi (odwracalnymi), co oznacza,
ze zanikaja, gdy przestajg dziata¢ sily (naprezenia) je wywolujace. Wowczas ciato powra-
ca do poprzedniego ksztattu i poprzednich wymiaréw. Odksztalcenia sprezyste sa typowe
w urzadzeniach, maszynach i konstrukcjach, gdzie niedopuszczalne jest wystgpowanie od-
ksztatcen plastycznych.

Odksztatcenia plastyczne, zwane inaczej odksztalceniami trwalymi, wystepuja wow-
czas, gdy stan napre¢zenia przekroczy okreslong wartos¢ krytyczng i spowoduje nieodwra-
calne zmiany ksztattow i wymiaréw ciala. Odksztatcenia takie wystepuja w typowych pro-
cesach przerdbki plastycznej metali, takich jak: walcowanie, kucie, ciaggnienie, tloczenie,
wyciskanie, w ktorych na skutek trwatego, czyli plastycznego odksztatcenia otrzymuje si¢
wyroby o zadanych ksztaltach (prety, ksztaltowniki, blachy, druty, odkuwki itp.).

Do opisu odksztalcen sprezystych, w odniesieniu do typowych materiatow konstrukeyj-
nych, stosuje si¢ najczesciej tensory nieskonczenie matych odksztatcen: /; oraz e;. Do opisu
odksztatcen plastycznych, ktérym zawsze towarzysza duze przemieszczenia (U,), uzywa si¢
zwykle tensorow odksztalceni skonczonych: L; oraz E,. W niektorych przypadkach, jak
np. w procesach osiowosymetrycznych czy tez w tzw. odksztalceniach proporcjonalnych,
mozna do opisu odksztalcen plastycznych stosowac tensory: /; oraz e;, 0 czym bedzie mowa
w nastepnych rozdziatach.

Poniewaz odksztatcenia sg wynikiem dziatania naprezen rodzi si¢ pytanie o zalezno$ci
pomiedzy stanem odksztalcenia a wywolujacym go stanem naprezenia.

i
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Zwigzek taki jest powszechnie znany w przypadku jednoosiowego stanu naprezenia,
ktéry wystepuje w statycznej probie rozciggania (w obszarze odksztalcen sprezystych). Jest
to prawo Hooke’a, ktére zapisaé mozna w postaci:

c=E-¢ (4.1)

gdzie:
G — naprezenie w probie rozciggania,
A
€ — wzgledna zmiana dhugos$ci probki (& = T ),
0
E — modut sprezystosci wzdtuznej, zwany rowniez modutem Younga.

°A

-
€

Rys. 4.1. Umowny wykres rozciggania materiatu wykazujacego fizyczng granice¢ plastycznos$ci

Na rysunku 4.1 zaprezentowano schematycznie wykres rozciggania materiatu, ktory
wykazuje fizyczng granice plastycznosci. Rownanie (4.1) opisuje poczatkowy, prostolinio-
wy zakres wykresu rozciggania. Wspotczynnik kierunkowy tej prostej (£) jest wielkoscia
fizyczng 1 nazywany jest modutem sprezystosci wzdtuznej lub modutem Younga. Nalezy
zaznaczy¢, ze przed osiggnieciem fizycznej granicy plastycznosci (R,) wykres przestaje
by¢ prostoliniowy, gdyz pojawiaja si¢ niewielkie odksztalcenia plastyczne. Mozna przyjaé,
ze miejsce, w ktorym wykres rozciggania odchodzi od linii prostej danej rownaniem (4.1),
wyznacza koniec zakresu odksztatcen sprezystych (rys. 4.1).

Aby odpowiedzie¢ na pytanie, jakie sa zwigzki pomigdzy stanem naprezen a stanem
odksztatcen w zakresie odksztatcen sprezystych, ciala nalezy podzieli¢ na dwie grupy:

1) ciata anizotropowe sprezyscie,
2) ciala izotropowe sprezyscie.
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Ciala anizotropowe sprezys$cie wykazuja rozne wlasno$ci sprezyste w roznych kie-
runkach. Typowym przyktadem takich ciat s3 monokrysztaty, w ktoérych w zalezno$ci od
kierunku wystepuja nie tylko rézne wilasnoSci sprezyste, lecz rdwniez wystepuja rézne
wlasnos$ci mechaniczne i fizyczne (wlasnosci plastyczne, wytrzymatosciowe, magnetycz-
ne itp.) Anizotropowe wilasnosci wykazujg rowniez pojedyncze ziarna w mikrostrukturze
metali i ich stopow. Takie pojedyncze ziarno traktowa¢ mozna jako maty krysztal, w ktérym
w zaleznosci od przyjetego kierunku krystalograficznego wystapia rézne wartosci tej same;j
whasnosci. Typowym przyktadem ciat anizotropowych w skali makro sa wyroby majace
teksture, np. teksture powstala w wyniku odksztatcenia (walcowania, procesu ciggnienia).
W wyniku plastycznego ptynigcia, na skutek anizotropii wlasnosci ziaren, nastepujg obroty
ziaren, towarzyszace ich odksztalceniu. Okres$lone kierunki krystalograficzne w ziarnach
wykazuja uprzywilejowang orientacje. Mozna powiedzie¢, ze w wyniku odksztatcenia po-
wstaje w strukturze materiatu statystyczna przewaga orientacji okreslonego kierunku kry-
stalograficznego. Przyktadowo w ciggnionym drucie aluminiowym kierunek (111) bedzie
w wiekszosci ziaren rownolegly do osi drutu [8]. Materialy wykazujace teksture posiadaja
rozne wartos$ci tej samej wlasnosci w zaleznosci od przyjetego kierunku. Wilasnosci: spre-
zyste, wytrzymato$ciowe 1 plastyczne, mierzone w kierunku walcowania (lub ciggnienia,
wyciskania), r6znig si¢ wyraznie od tych samych wilasnosci wyznaczonych w kierunku pro-
stopadtym do kierunku walcowania.

Materiaty o okreslonej strukturze krystalograficznej, a wigc wigkszo$¢ znanych sto-
poéw metali, wykazujg izotropi¢ wlasnosci, gdy ziarna sg roztozone w sposob przypadkowy,
tzn. gdy nie wystgpi uprzywilejowanie okreslonego kierunku krystalograficznego. Taki roz-
ktad ziaren w strukturze wystapi np. w przypadku materialéw odpowiednio wyzarzonych
po procesie odksztatcenia plastycznego na zimno.

4.1. Ciala anizotropowe sprezyscie

Augustin Louis Cauchy uogoélnit prawo Hooke’a, stwierdzajac, ze w przypadku ciat ani-
zotropowych sprezyscie sktadowe stanu napre¢zenia sa liniowo zalezne od sktadowych stanu
odksztatcenia. Oznacza to, ze kazda sktadowa stanu napre¢zenia jest liniowa funkcja wszyst-
kich sktadowych stanu odksztatcenia. Biorac pod uwage tensor odksztatcen nieskonczenie
matych Lagrange’a, uogélnienie Cauchy’ego mozna zapisa¢ w postaci zaleznosci:

6; = Cplu (4.2)
gdzie:
G, — tensor naprezenia,
[,,— tensor odksztatcen nieskonczenie matych Lagrange’a,
C,;, — tensor statych sprezystosci (tensor modutdéw sprezystosci).

Przyktadowo z zaleznosci (4.2) wynika, ze skladowa G|, tensora naprezenia opisana jest
réwnaniem:

G“ = Clllllll + C1112112 + C1113113 + C1121121 + C1122122 +
+ C1123123 + Cll}ll3l + Cll32132 + C1133]33 (43)
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Jak widzimy, réwnanie (4.2) zastepuje dziewig¢ réwnan typu (4.3), z ktérych kazde ma
po prawej stronie dziewie¢ wyrazow.

Poniewaz mamy dziewig¢¢ kombinacji wskaznikow i, j oraz dziewig¢ kombinacji wskaz-
nikow £k, /, wige tensor C,, reprezentuje w ogolnym przypadku 81 statych sprezystosci ma-
teriatu. Tensor statych sprezystosci (C,) jest tensorem czwartego rzgdu i podlega prawu
transformacji zgodnie z zaleznoscia (1.4d).

Liczba niezaleznych statych sprezystosci wystepujacych w tensorze C,; ulega znaczne-
mu zmniejszeniu, gdy wezmie si¢ pod uwage wlasnosci tensorow naprezenia i odksztalcenia.

Poniewaz oba tensory sg symetryczne (o, = o, oraz [, = ), wigc musza wystapic za-
leznosci:

G = G (4.4a)

L/

Cifkl = Cijlk (4.4b)

Na skutek zwigzkow (4.4) wystapi tylko szes$¢ niezaleznych kombinacji wskaznikdw i, j
oraz szes¢ niezaleznych kombinacji wskaznikéw £, I. Oznacza to, ze liczba niezaleznych
statych sprezystosci wyniesie 36.

Rozpatrujac funkcje energii odksztalcenia sprezystego, mozna wykazaé, ze zachodzi
zaleznos¢:

Cijkl = Cklij (4.5)

Z zaleznosci (4.5) 1(4.4) wynika, ze liczba niezaleznych statych sprezystosci w uogol-
nionym prawie Hooke’a, w najbardziej ogélnym przypadku anizotropii, wynosi 21.
Liczba niezaleznych stalych sprezystosci zmniejsza si¢, gdy materiat wykazuje symetrig
wlasnosci sprezystych. W przypadku symetrii wtasnosci sprezystych wzgledem plaszczy-
zny liczba ta zmniejsza si¢ do 13, a gdy wystapi symetria wlasno$ci sprezystych wzgle-
dem trzech wzajemnie prostopadtych osi, to otrzymamy dziewig¢ niezaleznych statych
sprezystosci.

4.2. Ciala izotropowe sprezyscie

Dla materialow izotropowych sprezyscie wystepuja tylko dwie niezalezne state spre-
zystosci — modut Younga (E) oraz liczba Poissona (v). Oczywiscie dla materialow izotropo-
wych sprezyscie mozna zdefiniowaé wiele roznych statych sprezystosci, lecz stale takie sg
zawsze kombinacja E oraz v. Dla przypomnienia, liczba Poissona (zwana roéwniez wspot-
czynnikiem Poissona) jest definiowana jako stosunek odksztalcenia poprzecznego do od-
ksztatcenia wzdluznego w probie rozciggania (w zakresie sprezystym). Liczba Poissona
przyjmuje wartosci w zakresie 0,0-0,5, przy czym warto$¢ zero przyjmuje dla materiatow
idealnie sprezystych, wartos¢ 0,5 dla materiatéw idealnie plastycznych, a wartos¢ 0,28-0,30
dla typowych stali weglowych.
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6.3. Wplyw warunkow odksztalcenia na plastycznos¢

Przej$cie materiatu ze stanu sprezystego w stan plastyczny nalezy traktowaé jako mo-
ment krytyczny. Material przestaje si¢ odksztatcaé sprezyscie (w sposoéb odwracalny), gdy
zaczyna plynac, czyli odksztalcaé si¢ plastycznie. Drugim stanem (momentem) krytycznym
jest moment utraty spojnosci materiatu. Oba momenty (stany) krytyczne tatwo mozna zaob-
serwowac na wykresie rozciggania (rys. 4.1), gdy materiat po osiggnigciu granicy plastycz-
nosci zaczyna odksztatca¢ si¢ plastycznie, a po przekroczeniu R, (gdzie tworzy si¢ szyjka)
rozpoczyna si¢ zakres odksztatcen nierdwnomiernych (przewgzeniowych), zakonczony mo-
mentem zerwania probki (przy naprezeniu zerwania R ).

Wiele materiatow w warunkach normalnych nie przechodzi w stan plastyczny, tylko
ulega pegknigciu (zniszezeniu). Takie materiaty traktujemy jak materiaty kruche. Pod poje-
ciem warunkdéw normalnych nalezy rozumie¢ temperature 20°C oraz ci$nienie atmosferycz-
ne 760 mm Hg. Wynika stad, ze nie wszystkie materiaty maja zdolno$¢ do osiagnigcia stanu
plastycznego. Dlatego tez wprowadzone zostato pojecie plastycznosci materiatow.

Plastyczno$¢ jest to zdolno$¢ materiatow do trwatego odksztatcenia bez utraty spojnosci,
tzn. bez wystapienia peknie¢. Nalezy w tym miejscu wyraznie podkresli¢, ze plastycznosé
nie jest wlasnoscig materiatu. Plastyczno$¢ przedstawia stan, w jakim material si¢ znajduje.

Dlaczego plastyczno$é nie jest wlasno$cig materiatu (jak niestety stwierdza si¢ w wielu
publikacjach)? Plastyczno$ci nie mozna uwazac za wlasnosé, gdyz zalezy ona od wielu wa-
runkow (parametrow) procesu odksztatcania. Zmieniajac te warunki, mozna zmienia¢ pla-
styczno$¢, a nawet mozna osiggna¢ zupetny zanik plastycznosci, co wystepuje przyktadowo
w bardzo niskich temperaturach odksztatcania. Rownoczesnie stwarzajac odpowiedni stan
naprezenia, mozemy uzyska¢ odksztatcenia plastyczne w materiatach, ktore w warunkach
normalnych sg materiatami kruchymi.

Do podstawowych warunkow (parametrow) odksztatcania wplywajacych na plastycz-
no$¢ zaliczamy:

— temperatur¢ odksztatcania,

— skfad chemiczny materiatu, w tym domieszki bedace m.in. wynikiem procesu metalur-
gicznego,

— rodzaj sieci krystalograficznej materiatu,

— stan napre¢zenia.

Wplyw temperatury na plastycznos¢ jest Scisle zwigzany z tzw. energia aktywacji dys-
lokacji. W zdecydowanej wigkszo$ci metali i stopdw wzrost temperatury powoduje wzrost
plastycznos$ci materiatéw na skutek obnizenia krytycznej wartosci energii aktywacji dyslo-
kacji. Z tej wlasnie przyczyny nagrzewa si¢ materiaty przed przerobka plastyczng do bardzo
wysokich temperatur, aby uzyska¢ znaczny wzrost plastyczno$ci. Nagrzewanie materiatu
prowadzi roéwnocze$nie do obnizenia napr¢zenia uplastyczniajacego materiatu, co powo-
duje obnizenie sit potrzebnych do odksztalcania. Nalezy pamietac, ze wzrost plastycznosci
ze wzrostem temperatury nie zawsze jest monotoniczny, gdyz istnieja czgsto takie zakresy
temperatur, w ktorych nastgpuje lokalne obnizenie plastycznos$ci, zwigzane przyktadowo
z przemiang fazows.

Sktad chemiczny stopow (np. stali) bardzo wyraznie wplywa na plastyczno$¢. Niekto-
re pierwiastki stopowe powoduja wzrost plastycznosci. Rownoczesnie czgs¢ pierwiastkow
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stopowych moze tworzy¢ sktadniki strukturalne, ktére prowadza do obnizenia plastyczno-
$ci. W przypadku stali na plastyczno$¢ bardzo wyraznie wptywaja domieszki bedace wyni-
kiem procesu metalurgicznego. Przyktadowo siarka i fosfor powoduja obnizenie plastycz-
nos$ci. Plastyczno$¢ rowniez obnizajg gazy zawarte w stali, w tym glownie tlen 1 wodor.
Tlen tworzy w stali trudno odksztalcalne tlenki metali, a wodor, wystgpujacy w postaci
czasteczkowej, moze powodowaé powstanie mikropeknie¢ w stali, co powoduje obnizenie
jej plastycznosci.

Metale i stopy metali krystalizuja w réznych sieciach krystalograficznych. Najwiek-
szg plastyczno$¢ wykazuja materiaty metaliczne, ktore maja sie¢ krystalograficzna regularng
przestrzennie centrowang (sie¢ Al). Takg sie¢ maja m.in. nastepujace metale: zloto (Au),
srebro (Ag), miedz (Cu), aluminium (Al), nikiel (Ni), a takze zelazo gamma (Fe 7).

Nizsza plastyczno$¢ wykazuja metale i ich stopy, ktore krystalizuja w strukturze kry-
stalograficznej regularnej przestrzennie centrowanej (sie¢ A2), jak np.: zelazo alfa (Fe a),
chrom (Cr), molibden (Mo). Najnizsza plastyczno$¢ w temperaturze pokojowej wykazuja
metale i stopy majace sie¢ heksagonalng, jak np. cynk, tytan, magnez.

Bardzo duzy wpltyw na plastyczno$¢ wywiera stan naprezenia wystgpujacy w czasie
odksztalcania. Obowiazuje tutaj ogolna zasada: im mniejsze jest naprezenie $rednie (o,,),
tym material wykazuje wigksza plastycznos$¢. Nalezy przy tym pamigtaé o przyjetej umo-
wie, ze naprezenia $ciskajace sa ujemne, a naprezenia rozciggajace sa dodatnie. Latwo jest
wykazac, ze naprezenia Sciskajace (czyli ujemne) podwyzszajg plastycznos¢, a naprezenia
rozciagajace (dodatnie) je obnizaja. Wezmy pod uwage dwie powszechnie znane proby: pro-
be rozciggania i probe Sciskania.

1) W probie rozciggania wystepuja naprezenia:

Su > 0,6, =0, =0

Naprezenie srednie w probie rozciggania, zgodnie z zaleznoscia (2.62b), wyniesie:
1
G, = 50(1) >0 (6.16)
2) W probie $ciskania mamy nastgpujacy stan naprezenia:

Oy = Oy = 0; Oy < 0

Naprezenie srednie w probie Sciskania wynosi:

1
G, = 5(5(3) <0 (6.17)

Wezmy ten sam material (np. dwie probki z tej samej migkkiej stali weglowej) i prze-
prowadzmy proby rozciagania i $ciskania. W probie rozciagania peknigcie probki wystapi
przy odksztatceniu okoto 40%, podczas gdy w probie $ciskania otrzymamy bardzo duze od-
ksztatcenie (nawet okoto 80%) i nie wystapia objawy zniszczenia probki. Wynika stad, ze ten
sam material wykazat wigksza plastycznos¢ w probie sciskania, w czasie ktorej wystepowaty
ujemne naprezenia Srednie.
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6.8. Praca i moc odksztalcenia

Wezmy pod uwage wykres rozciggania materiatu sztywno-idealnie plastycznego, poka-
zanego schematycznie na rysunku 6.9.

A

>8

Rys. 6.9. Schemat wykresu rozciagania materiatu sztywno-idealnie plastycznego

Pokazany na rysunku 6.9 wykres rozciggania materiatu sztywno-idealnie plastycznego
jest czesto stosowang modelowg reprezentacja wiasnosci reologicznych materialu ze wzgle-
du na duze podobienstwo do zachowania si¢ materiatu w rzeczywistych warunkach odksztat-
cania na goraco. Pole pod wykresem rozciagania (rys. 6.9) wynosi:

S=ce=— — 6.67
s, (6.67)

Z prostej analizy zaleznosci (6.67) mamy:

F - Al — praca odksztatcenia plastycznego przy jednoosiowym rozcigganiu,
S, - I, — objetos¢ rozciaganej probki.

Wyrazenie (6.67) opisuje wiec jednostkowa prace odksztatcenia plastycznego (czyli
prace przypadajaca na jednostke objgtosci) w probie jednoosiowego rozciagania.

W wypadku ztozonego stanu napre¢zen i odksztalcen nalezy wykona¢ sumowanie prac
we wszystkich kierunkach. Korzystajac z umowy sumacyjnej Einsteina oraz uwzglednia-
jac fakt, ze praca jest wielkoscia skalarng, takie sumowanie mozna zapisa¢ w postaci za-
leznosci:

wW=0.¢ (6.68)

/el

gdzie:
w — jednostkowa praca odksztalcenia plastycznego,
o, — tensor naprezenia,
g, — tensor odksztatcen plastycznych.
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Wykorzystujac definicje calkowitego zastgpczego naprezenia oraz catkowitego zastep-
czego odksztalcenia, rownanie (6.68) mozna zastapi¢ zalezno$cia:

W =G, g, (6.69)
gdzie:
o, — calkowite zastepcze naprezenie,
g, — catkowite zastgpcze odksztalcenie.

Zgodnie z warunkiem plastycznosci HMH (zaleznosc¢ (6.37)), rownanie (6.69) mozemy
zapisa¢ w postaci:

w=0, ¢, (6.70)

W stanie plastycznym mamy do czynienia z ciatem niesci§liwym, wigc catkowite za-
stepcze odksztatcenie plastyczne zapisujemy w postaci (3.147):

B = 3 8%
gdyz dla ciata niesciSliwego dewiatory odksztalcenia sa rowne tensorom odksztalcenia
(e,=e, ;1,=1,orazg, =¢g)).
Wstawiajac (3.147) do (6.70), otrzymamy zalezno$¢ na jednostkowsa pracg odksztatce-
nia plastycznego:

2
w=g, gsijaij

(6.71)

Calkowita prace odksztatcenia plastycznego otrzymamy drogg catkowania pracy jed-
nostkowej po objetosci ciata:

2
W= [wav = [o, /gs,.js,.j (6.72)
Vv Vv
gdzie:

W — catkowita praca odksztatcenia plastycznego,
V' — objetos¢ ciata,
w — jednostkowa praca odksztatcenia plastycznego dana zaleznoscia (6.71).

Jednostkowa moc odksztatcenia plastycznego (w) obliczamy (zgodnie z definicjg mocy)
jako pochodng pracy jednostkowej wzgledem czasu:

aw
Ww=— 6.73
7 (6.73)
Wstawiajac (6.68) do (6.73), otrzymamy:
W= (o) (6.74)
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Zaktadamy, ze 6, = o,(t) oraz korzystamy z definicji predkosci odksztatcenia:

W=o, d: = 0,8, (6.75)

gdzie:
w — jednostkowa moc odksztatcenia plastycznego,
&, — tensor predkosci odksztatcenia plastycznego.

Wykorzystujac definicje catkowitego zastepczego naprezenia oraz intensywnosci pred-
kos$ci odksztalcenia, rownanie (6.75) zapisujemy w postaci:

W=0,¢, (6.76)

gdzie:
o, — calkowite zastgpcze naprezenie,
€, — intensywno$¢ predkosci odksztatcenia.

Wykorzystujemy warunek plastycznosci HMH (zalezno$¢ (6.37)), w wyniku czego
rownanie (6.76) przyjmie postac:

W=0,¢, (6.77)

W stanie plastycznym mamy do czynienia z ciatem niesci§liwym, wigc intensywnos¢
predkosci odksztatcenia oblicza si¢ z wzoru (3.173):

gdyz dla ciat niescisliwych dewiatory predkosci odksztatcenia sg rowne tensorom predkosci
odksztatcenia. Zalezno$¢ (3.173) wynika bezposrednio z rownan (3.171a) oraz (3.168a) przy

przyjeciu: [, = €,; M, = M,; fy. = i[j =g,
Wstawiajac (3.173) do (6.77), otrzymamy zalezno$¢ na jednostkowa moc odksztalcenia
plastycznego:

2. .
W=0,[—€¢& (6.78)

P3iji]

Catkowita moc odksztalcenia plastycznego otrzymamy w wyniku catkowania mocy
jednostkowej po objetosci ciata:

. 2, .
lV:j@ﬂf:j&p%%%dV (6.79)
Vv v
gdzie:

W — catkowita moc odksztalcenia plastycznego,
w— jednostkowa moc odksztalcenia plastycznego,
V' — objetos¢ ciata.
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8.2. Rownanie ciaglosci przeplywu

W podrozdziale 2.3.2, wyprowadzajac rownania rownowagi osrodkow ciaglych (na pod-
stawie rownan ruchu Eulera—Newtona), otrzymano zaleznosc¢ (2.34):

0 0
a_f + 6_xj(pvf) =0

Rownanie (2.34) otrzymano z prawa zachowania masy. W mechanice ptynow rownanie
to nosi nazwe rownania ciggtosci przeptywu dla ptynu $cisliwego.

Jezeli wezmiemy pod uwage plyn niescisliwy (p = const), to zmiana gestosci w czasie
jest rowna zero zgodnie z rOwnaniem (2.35):

0
a_xj(pvf) =0

Obliczamy pochodng iloczynu, przyjmujemy ze p = p(x;), dzielimy obustronnie (2.34)
przez gestosc i otrzymujemy zaleznosé (2.37):
ov, 0

-

Roéwnanie (2.37) jest prawdziwe dla ptynow niescisliwych, majacych taka sama gestos§e
w catej objetosci, zarowno dla przeptywu ustalonego, jak i nieustalonego.

8.3. Rownanie ruchu Eulera
dla plynu doskonalego

W podrozdziale 2.3.2 wyprowadzono réwnanie (2.41), ktdre jest rownaniem ruchu Eu-
lera dla osrodkéw ciaglych:

Dv. 0o

; i
2N T x
P Dt ox; !

gdzie:
p — gestosé ciata,

Dy,
A pochodna materialna predkosci,

G, — tensor naprezenia,
X, — jednostkowa sita masowa.

Nalezy pamietac, ze we wzorze (2.41) jednostkowa sita masowa (X)) jest traktowana
jako sita masowa przypadajaca na jednostke objetosci ciata.
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W celu otrzymania rownan ruchu Eulera dla plynu doskonatego nalezy w réwna-
niu (2.41) uwzglednic:
— stan napre¢zenia wystepujacy w ptynie doskonalym,
— odmienng (w stosunku do mechaniki ciala statego) definicj¢ jednostkowej sity masowe;.

W plynie wystepuje cisnienie (p), ktore zgodnie z prawem Pascala jest takie samo
we wszystkich kierunkach i we wszystkich punktach cieczy.
Tensor o, w plynie jest wigc tensorem kulistym, co mozemy zapisa¢ w postaci:

(8.5)

i

Q
\
o o
ox o
S © o

0o,
W zwigzku z tym w réwnaniu (2.41) w miejscu pochodne;j a—” pojawi si¢ gradient
X,
J
ci$nienia, gdyz nie wystepuja w tensorze (8.5) naprezenia styczne, a pochodne naprgzen
lezacych na przekatnej glownej tensora 6, sa rowne:

0o, op.

ox, ox,

00,, _ op. (8.6)
0x, 0x, ’
0Gy; O_p

ox, ox,

Zgodnie z (1.37a), wyrazenia (8.6) sa sktadowymi gradientu cisnienia (grad p). Uwzgled-
niajac (8.6) w (2.41), otrzymamy:

Dv
Z% — X — orad 8.7
p Di ; — gradp (8.7)

Znak minus wynika z faktu, Ze ci$nienie p nalezy traktowaé jak napr¢zenie $ciskajace.
Dzielimy obustronnie (8.7) przez gestosé (p) 1 otrzymujemy:
Dv, X, 1 d (8.8)
—L =L — —gra .
Dr o p grad p

Zgodnie z praktyka przyjeta w mechanice ptynow, jednostkowa sita masowa (F)) jest
definiowana jako sila przypadajaca na jednostke masy ciata (patrz podrozdziat 1.4). Na pod-
stawie zaleznosci (1.21) i (1.22) mozemy wigc zapisac, ze:

ZioF (8.9)
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